	1)Понятие ф-ии,способы задания

Пусть им-ся переменная х, обл изм этой переменной Х и др переменная у с обл изм У.

Опр: Пе-ная у наз ф-ией от пер х с обл изм Х, если по опр правилу каждому значению пер х из области изм Х поставлена в соотв-ие 1 значение пе-ной у из области изм У.

y = f(x): Х – область опр-ния ф-ии, У – мн-во значений ф-ии

Главные способы задания ф-ии

1)таблица (x,y-конечн числа), 2)аналитический (формула)

3)графический

2)Классификация ф-ий

1( Сложная ф-ия

пусть y = f(x)   X ( Y и пусть z = g(y)   Y1 ( Z
дополнительно потребуем Y ( Y1.

z = g[f(x)]   x –f-> y -g-> z  и y ( Y1.

Тогда получаем соотв-ие x –F-> z   z = g[f(x)] = F(x).

2( Явная и неявная ф-ии

y = f(x) – здесь у задан явно

неявное задание ф-ии F(x,y)=F1
3( Основные элементарные ф-ии

Опр: 1)y = C, c-const; 2)y = xa, степенная a ( R
3)y = a, a>0, a(1; 4)y = logax a>0, a(1

5)sinx,cosx,tgx,ctgx;  6)обратные(5)

4( Элементарные ф-ии

- это всё, что можно получить с помощью арифм действий и основных элем ф-ий и можем брать сложные ф-ии и можно записать 1-й ф-ией.
Суперпозиция – наложение 1-ой ф-ии на др.

Опр2: Элем ф-ми наз ф-ии, кот можно представить в виде 1-го выражения с помощью конечного числа арифм действий и суперпозиций над основными элем ф-ми.

5( Многочлен – Полином

Обозначение Pn(x) = a0xn + a1xn-1 + … + an-1x + an
Предположим (a0 ( 0), тогда n – степень многочлена.

Qm(x) / Pn(x) = [b0xm + b1xm-1 + … + bm] / [a0xn + a1xn-1 + … + an] – отношение 2-х многочленов- рациональная дробь – рац ф-ия

(m < n) – правильная дробь; (m ( n) – неправильная дробь

6( Рациональные и иррациональные ф-ии

Опр: Рац ф-ия – ф-я полученная из 4-х арифметических действий к константам.

Опр: Иррац – 4 арифм действия и извлечения корня с нат показателем из констант.

Алгебр ф-я та, которая удовлетвор уравнению:

Опр: рац + иррац = алгебраические ф-ии

7( Трансцендентные ф-ии

Опр: любая неалгебраическая ф-ия [exp(x), sin(x)]

3)Гиперболические ф-ии

1( sh(x)=                              ch(x) =

th(x)=sh(x)/ch(x)                     cth(x)=1/th(x)

2( Обратные гиперболические ф-ии – ареа ф-ии

arsh(x)  arch(x)  arth(x)  arcth(x)

y=sh(x) = (ex – e-x)/2 ( 2y=ex – 1/ex ( 2y ex = e2x – 1 ( e2x – 2yex – 1 = 0 ( ex = y ( ((y2 + 1) ( ex = y + ((y2 + 1) ( x = ln[y + ((y2 + 1)]

4)Предел последовательности

1( Последовательность – ф-ия y = f(x) X
X = N = {1, 2, …, n, …} – натуральные числа

f(1), f(2), …, f(n), … - можем посчитать значения, т.е. можем выписать значения ф-ии в форме последовательности а1, а2, …, аn, …

нудно всё выписывать, поэтому (аn) или {аn}.

Термины: элементы последовательности, аn – общий член последовательности.

Поэтому можем внести понятие последовательности.

2( Опр1: Будем опр-ть lim{n((}(an) = a.

Число а наз пределом последовательности (an) при n((, если по любому наперёд заданному (>0 найдётся индекс n0 такой, что для всех n, удовлетворяющих условию n>n0 выполняется неравенство: |an – a| < (
У нас задано а и (аn) и мы выдвигаем гипотезу, что а – это предел последовательности.

5)Предел ф-ии

1( lim{x(a}f(x)=b (>0 (>0

( задаётся и по ( находят ( ( (=((()

Опр1: Число b наз-ся пределом ф-ии f(x) в точке a, если по люб наперёд зад (>0 найдётся такое положит число (>0, что для всех х удовл неравенству: 0<|x-a|<( выполняется неравенство: |f(x)-b|<(
-(<x-a<( (x(a) ( a-(<x<a+( должно следовать, что: b-(<f(x)<b+(
2( Опр2: Число b наз пределом ф-ии f(x) при х(( (>0 (>0, что для (x |x|>( выполняется неравенство |f(x)-b|<(
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6)Бесконечно малые величины, их сравнение.

1( Функция f(x) называется бесконечно малой величиной если её предел равен 0. f(x) x(x0  lim{x(x0}f(x)=0

2( Пусть ((x)=o(1), ((x)=o(1), (x(x0)(x(() ( lim[((x)]=lim[((x)]=0

//бесконечно малые нельзя сравнивать по пределу, поэтому мы будем сравнивать их скорости стремления к «0». Будем сравнивать их отношения.

Опр: 1) lim{x(x0}[((x)/((x)]=0 ( ((x) – бесконечно малая более высокого порядка малости, чем ((x)

2) lim{x(x0}[((x)/((x)]=( ( ((x) --//--, чем ((x)

1)lim{x(x0}[((x)/((x)]=const ( это бесконечно малые одного порядка

2)const=1( тогда ((x) и ((x) – эквивалентны: ((x)~((x)

3)lim{x(x0}[((x)/((x)] – не сущ‑ет ( не сравнимы.

7)Предел суммы, произведения, частного.

1)Если сущ-ют пределы слагаемых, то:

lim{x(x0}[f(x)+g(x)] = lim{x(x0}f(x)+lim{x(x0}g(x) = a+b

Док-во: f(x)=a+((x)   g(x)=b+((x)

f(x)+g(x) = (a+b)+(((x)+((x)) = (a+b)+((x)

2) При сущ-ии пределов множителей верно:

lim{x(x0}[f(x)g(x)] = lim{x(x0}f(x)*lim{x(x0}g(x) = a*b

Док: f(x)=a+((x), g(x)=b+((x)

f(x)g(x) = ab + [b((x)+a((x)+((x)((x)] = ab + o(1)

3)Если сущ-ют соотв-ие пределы, то верно:

lim{x(x0}[f(x)/g(x)] = lim{x(x0}f(x)/lim{x(x0}g(x) = a/b b(0
23)Формула МакЛоурена 

f(x) = (nk=0f(k)(0)xk/k! + Rn(x) ; Rn(x) = f(n+1)((x)xn+1/(n+1)!

a) f(x) = ex = (nk=0 xk/k! + Rn(x) ; Rn(x)=[e(x*/(n+1)!](xn+1
b) f(x) = sin(x) = x – x3/3! + x5/5! + (‑1)n+1[x2n‑1/(2n‑1)!] + R2n(x)

R2n(x) = [sin(x+(2n+1)(/2/(2n+1)!](x2n+1
c) f(x) = cos(x) = 1 – x2/2! + x4/4! + … + (‑1)nx2n/(2n)! + R2n+1(x)

d) sh(x) = x + x3/3! + x5/5! + … + x2n–1/(2n‑1)! + R2n(x)

e) ch(x) = 1 + x2/2! + x4/4! + … + x2n/(2n)! + R2n+1(x)

24) Монотонность ф‑ии

1( Опр1: Ф‑ия f(x) наз строго возрастающей (убывающей) на (а,b), если ( (x1,x2) с этого интервала f(x1)<f(x2) [f(x1)>f(x2)].

Ф‑ия f(x) наз нестрого возрастающей (убывающей) на (а,b), если ( (x1,x2) с этого интервала f(x1)(f(x2) [f(x1)(f(x2)].

( f’(x) на (a,b),те предположим, что ф-я дифференцируема

2( Т1:Если f’(x)>0 [f’(x)<0] в интервале (а,в), то в этом интервале f(x) строго возрастает (убывает).

Док: берём 2 точки (x1<x2; x1,х2((a,b) //т.к. ( f’(x) применяем ф‑лу Лагранжа на отрезке [x1,x2]: f(x2)‑f(x1) = f’(c)[x2-x1]>0 ( f(x2)>f(x1)

T2: Если диф‑мая в интервале (a,b) ф‑ия f(x) строго возрастает (убывает), то f’(x)(0 [f’(x)(0] в (a,b).

Док: (x((a,b) ( f’(x)(0?

f’(x)=lim{(x(0}[f(x+(x)‑f(x)]/(x

Если (х>0, то частное «+/+=+», если (х<0, то – «‑/‑=+»

Примечание: если на (а,b) f’(x)(0 [f’(x)(0], то строго возрастает [убывает] тогда и тольк тогда, когда точки в которых f’(x)=0 являются изолированными.

25) Локальные экстремумы

1( Задана f(x) Х‑обл опр. Найти все точки, в кот реализуется лок экстремум.

Т1(необх усл): Если ф‑ия f(x) имеет в точке х0 экстремум, то в этой точке производная f’(x0) или «0» или не сущ-ет.

Док: пусть в точке х0 локальн экстремум, тогда ( f’(x0) может быть

1)критич точки, в кот производная «0» или несущ, т.е. точки в кот м.б. экстремум.

2)( f’(x0) по т Ферма ( f’(x0)=0; или не сущ. –стационарные точки – где производная = «0».

2( Т2(достат усл)
Пусть ф‑ия f(x) непрерывна в критич точке х0 и ( f’(x) в окр этой точки, х=х0. Если при переходе слева направо через точку х0 производная f’(x): 1) меняет знак с «+» на «‑», то в х0 – макс; 2) с «‑» на «+», то – мин; 3) не меняет знака, в х0 – нет экстремума.

3( Т3(достат усл):{применяется только в стационарных точках}

Если в стац точке х0 ф‑ии f(x): 1) f”(x0)<0, то х0 – max; 2) «>0» – min; 3) «0» – «?».

Док: 1) Будем рассматривать f”(x) как (f’(x))’. Соотношение f”(x0)<0 значит, что f’(x) убывает в точке х=x0. А так как f’(x0)=0, то f’(x) положительна при х<x0 и отрицательна при х>x0. Значит f(x) имеет максимум при х=x0; 2) аналогично; 3) y=x3; y=x4 Начертить графики

26) Глобальные экстремумы
f(x)-непрерывн X – обл опред E(X  [a,b]=E
Задача: найти наибольш и наименьш значения f(x) на множестве Е.

Схема: 1) найти локальные экстремумы f(x) на [a,b]; 2) найти значения на концах f(a), f(b); 3) выбрать среди всех min и max.

Прим: вместо точек экстремума можно брать критич точки

27) Выпуклость и вогнутость кривой. Точки Перегиба.

1( Опр: график ф‑ии y=f(x) наз вып(вогн) в интервале (a,b), если этот график лежит не выше(ниже) любой касательной в (a,b). // y=f(x) на (a,b), ( f’(x) на (a,b), ( f”(x) на (a,b)
2( (достат усл) Если f”(x)<0 [f”(x)>0] на (a,b) то в этом интервале график функции  y=f(x) является выпуклой [вогнутой] прямой.

Док-во: (для выпуклости) y=f(x) на (a,b), y‑f(x0)=f’(x0)[x‑x0] – уравн касат в т.М; yкас=f(x0)+f’(x0)[x‑x0]; yкрив=f(x); yкас(yкрив (x0, х((a,b). Вывод: yкас-yкрив>0 

3( Точки Перегиба (график)

Опр: точка М0(х0;f(x0)) наз ТП графика ф‑ии y=f(x), если в этой точке касательная пересекает кривую.

Т3(необх усл): Если точка М0(х0;f(x0)) является ТП графика ф‑ии y=f(x), то f”(x) или «0» или ytceo. //это критич точки
Т4(дост усл): Критич точка М0(х0;f(x0)) является ТП, если при переходе слева направо через точку х0 выпуклость графика меняется на вогнутость или наоборот. В противном случае М0 – не точка перегиба.

28) Асимптоты.Схема исследования ф-и.

//график ниже Опр: прямая наз асимптотой кривой, если при неограниченном удалении от начала координат текущей точки кривой, её расстояние от прямой стремится к 0. //выясним, как для заданной прямой найти асимптоту: y=f(x).

1( вертикальные х=х0 lim{x(x0}f(x)=(; y=(x‑1)/(2‑x) ( lim{x(2}y=( ( x=2 //важно, к беск с каким знаком стремится наша ф‑ия.

lim{x(2+0}y=‑(; lim{x(2‑0}y=+(
2( наклонные y=kx+b; k,b=? //предполагается, что асимптота имеется

lim{x((}|MP|=0 //при перемещении М по кривой площадь треуг (PNM будет уменьшаться, но все (( будут подобны.
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lim{x((}|MN|=0; lim{x((}|MN| = lim{x((}||QN|‑|QM|| = lim{x((}|kx+b‑f(x)|=0(*) //если асимптота имеется, то =0 ( lim{x((}|x|(|k+b/x‑f(x)/x|=0 ( lim{x((}|k+b/x‑f(x)/x|=0 ( k=lim{x((}[f(x)/b]; lim{x((}|kx+b‑f(x)|=0(*) ( b=lim{x((}|f(x)‑kx| //если при вычислениях пределов не сущ ( у нас нет асимптоты.

Примечание:  может получиться, что при х(+( и х(‑( можно получить разные асимптоты. Надо внимательно смотреть.


	8)Свойства предела, связанные с неравенствами.

T1: Если в окрестностях точки х0 f(x)>0 и ( lim{x(x0}f(x), то

lim{x(x0}f(x)(0

Док: от противного

Пусть lim{x(x0}f(x)=а   мы хотим док-ть а(0

Пусть а<0

(>0 (>0 (х 0<|x-x0|<( выполняется

|f(x)-a|<( //f(x)>0, a<0 ( -a>0, значит 

f(x)-a<( ( f(x)<a+(
Для любого ( теперь выберем (=(-а/2)>0, т.к. а<0

подставим: f(x) < a-(a/2) = a/2 < 0

получилось f(x)<0 и мы пришли к противоречию, значит утверждение теоремы верно.

Т2: Если в окрестности точки х0 f(x)>g(x) и сущ-ют соотв пределы то:

lim{x(x0}f(x) ( lim{x(x0}g(x)

док: F(x) = f(x)-g(x) > 0 и из Т1

Т3: Если в окрестности точки х0 f1(x)(f(x)(f2(x) и сущ-ют пределы lim{x(x0}f1(x) = lim{x(x0}f2(x) = a, то lim{x(x0}f(x)=a
Док: По (>0 ( (>0 0<|x-x0|<( (x
|f1(x)-a|<(   -(<f1(x)-a<(
|f2(x)-a|<(   -(<f2(x)-a<(
a-(<f1(x)<a+( a-(<f2(x)<a+(
a-(<f1(x)(f(x)(f2(x)<a+(
a-(<f(x)<a+( ( -(<f(x)-a<( ( |f(x)-a|<( (x 0<|x-x0|<( 

9)Первый замечательный предел

lim{x(0}sin(x)/x=1
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1( (x>0 ( 0<x<(/2

OM=cos(x) MN=sin(x) QP=tg(x)

Сравниваем площади:

S∆OQN<SсекторOQN<S∆OQP ( 1*sinx/2<(R2*x/2(<1*tgx/2 ( sinx<x<tgx ( sinx<x<sinx/cosx ( 1/sinx>1/x>cosx/sinx ( cosx<sinx/x<1

lim{x(0}cosx=1 ( lim{x(0,x>0}sinx/x=1

2( Если x<0

lim{x(0,x<0}sinx/x = lim{x(0,-x>0}sin(-x)/(-x)=1 ( lim{x(0}sin(x)/x=1
10)Второй замечательный предел

1( Рассмотрим lim{n((}(1+1/n)n=(1()=e

//ссылаемся на теорему монотонной последовательности
{an} 1) an(an+1 (n, 2) an<M (n ( ( lim{n((}an=a
Ф-ла бинома Ньют:(a+b)n =(nk=0[Ckn*ak*bn-k] =(nk=0[Ckn*an-k*bk]

Ckn=n(n-1)…(n-k+1)/(k!) – число сочетаний

an = (1+1/n)n = (nk=0[(Ckn)*(1n-k)*((1/n)k)] = (nk=0[n(n-1)(n-2)…(n-k+1)/(k!(n*n…*n))] = (nk=0[(1/k!)*1(1-1/n)(1-2/n)…(1-(k-1)/n)]

//надо показать, что выполняется an(an+1?

Если вместо «n» подставить «n+1» получим, что каждая скобка будет строго больше ( an(an+1
//надо показать, что послед-ность сверху ограничена an<M
Если уберём скобки, то вся ( будет больше

an < (nk=0[1/k!] = 1+1+1/2!+1/3!+1/4!+…+1/k! < 2+½+1/(1*2*2)+1/(2*2*2)+…+1/(1*2*2*…*2) < 2+½+(½)2+(½)3+…+(½)k-1+… = 2+½/(1-½) = 2+1 = 3 = M
//сумма геом. прогрессии s=a1/(1-q)
2( lim{x(+(}[1+1/x]x=e //мы хотим показать, что он верен и для непрерывного случая
Зафиксируем х, тогда можем найти n  n(x(n+1 ( 1/n(1/x(1/(n+1)

1+1/(n+1)<1+1/x(1+1/n ( [1+1/(n+1)]n<[1+1/x]x([1+1/n]n+1
перейдём к пределу:

lim{n((}[1+1/(n+1)]n = lim{n((}[1+1/(n+1)]n+1*[1/(1+1/(n+1))] = e*1 = e
lim{n((}[1+1/n]n+1 = e*1 = e
3( lim{x(-(}[1+1/x]x=e
x+1=‑z ( x=‑z‑1 {x(‑(} ( {z(+(}

lim{z(+(}[1+1/(‑1‑z)]‑z‑1 = lim{z(+(}[‑z/(‑1‑z)]‑z‑1 = lim{z(+(}[(1+z)/z]z+1 = lim{z(+(}[1+1/z]z+1 = e*1 = e 

Важно: lim{x(x0}[1+((x)](1/((x))=e lim{x(x0}((x)=0

lim{x(0}(ax‑1)/x = ln(a) a>0

11)Непрерывность ф‑ии

1( y=f(x) берём точку х=х0 предполагается, что ф‑ия определена в точке и окрестности

Опр1: Ф‑ия f(x) наз непрерывной в точке х0, если lim{x(x0}f(x)=f(x0)

это означает выполнение 3‑х условий: 1) ( f(x0) 2) ( lim{x(x0}f(x) 3) «=»

2( lim{x(x0}f(x)=f(x0) ( lim{x(x0}[f(x)‑f(x0)]=0

x‑x0=(x – приращение аргумента в точке х0, x(x0 ( (x(0

lim{x(x0}[f(x+(x)‑f(x0)]=0, […] – приращение ф‑ии

lim{(x(0}(f(x0)=0

Опр2: Ф‑ия f(x) наз непрерывной в точке х0, если её приращение в этой точке есть бм при бм приращении аргумента

3( T1: Если ф‑ии f(x) и g(x) непрерывны в точке х0, то непрерывны в этой же точке ф‑ии: 1) f(x)+g(x), 2) f(x)*g(x), 3) f(x)/g(x) {g(x)(0}: по Опр1
Т2: Сложная ф‑ия 2‑х непрерывных ф‑ий – непрерывна.

y=f(x) – непрерывна в точке х0, z=g(y) – непрерывна в точке у0 ( z=g[f(x)]=F(x) – непрерывна в точке х0
(x((y((z ( (x —F(x)( (z
если (х(0 ( (y(0 ( (z(0 – значит непрерывна

Т3: Элементарн ф‑ии непрерывн всюду, где они определены.

[image: image4.png]b)Y
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12)Св‑ва непрерывных на отрезке ф‑ий

Проблема: задана f(x) – непрерывна на мн‑ве Е

Е=[a,b] – мн‑во должно быть отрезком

Т1: Больцано‑Коши  f(a)<f(b) (рис1)

            Рис1                                              рис2

[image: image5.png]


спрашивается: сущ‑ет ли такое значение аргумента х0, при котором знач ф‑ии f(x0)=C.

Если ф‑ия f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то она принимает любые значения между значениями f(a) и f(b).(рис2)

Пусть f(a) и f(b) разных знаков:

то ( С=0 ( должно ( f(x0)=0

Следствие: Если ф‑ия f(x) непрерывна на отрезке и значения её на концах отрезка разных знаков, то эта ф‑ия имеет нуль на этом отрезке.

18) Производные и диф‑лы высших порядков

1( y(n) = [y(n-1)]' – производная n-того порядка

2( Диф‑лы

y=f(x); dy=df(x)=f’(x)(x

Если мы хотми опр-ть 2-ой диф‑л, то (x=const

d2f(x)=d[df(x)]

d2f(x) = (f’(x)(x)’(x = (x*f''(x)*(x = f''(x)*((x)2 = f''(x)(dx)2
dnf(x)=d[dn-1f(x)]

dnf(x) = f(n)((x)n = f(n)(x)(dx)n
Инвариантность формы первого диф-ла не сохраняется для диф-ла высшего порядка.

договорённость: dnf(x) = f(n)(dx)n = f(n)(x)dxn
19)Теорема Ролля
Пусть ф-я f(x), диф-мая в замкнутом промежутке [a,b], обращается в нуль на концах промежутка. Тогда производная f’(x) по меньшей мере один раз обращается в нуль внутри промежутка.
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Между точками х=а и х=b, где график ф-и f(x) пересекает ось ОХ, есть три точки L, M, N, где касательная параллельна оси ОХ. (т.е. f’(x)=0) 

20) Формулы Коши и Лагранжа

1( Ф‑ла Коши

Т: Если: 1) ф‑ии f(x) и g(x) непрер на отр [a,b]; 2) ( f’(x) и g’(x) в интервале (a,b); 3) g(x)(0 (a,b), то ( точка c a<c<b такая, что :

[f(b)‑f(a)]/[g(b)‑g(a)] = f’(c)/g’(c) – ф‑ла Коши
Док: // g(b)‑g(a)(0 от противного, пусть g(b)‑g(a)=0 ( 4) g(b)=g(a)

тогда 1), 2) и 4) – это 3 условия из теоремы Ролля, ( ( c g’(c)=0, но это оговаривается: в 3) требуется обрaтного значит теоретически эта ф‑ла может сущ‑ть.
Вспомогат ф‑ия: F(x) = f(x)‑f(a) – [g(x)‑g(a)] ( [f(b)‑f(a)]/[g(b)‑g(a)]

проверим для F(x) условия теоремы Ролля:

1)F(x) опр‑на на [a,b]

2)( F’(x) = f’(x) – g’(x)([f(b)‑f(a)]/[g(b)‑g(a)] (x((a,b)

3)F(a)=F(b)=? F(a)=0, F(b)=0 //3 условия выполнены
Поэтому ( c, a<c<b, что F’(c)=0 //подставим

f’(с) – g’(с)([f(b)‑f(a)]/[g(b)‑g(a)] = 0 //получим ф‑лу Коши

//недостаток – точка сущ‑ет, но как найти эту точку?

2( Ф‑ла Лагранжа (частный случай Коши)

g(x)=x ( g’(x)=1 и тогда [f(b)‑f(a)]/(b‑a)=f’(c) ( f(b)‑f(a)=f’(c)[b‑a]
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Геом интерпретация ф‑лы Лагранжа:

[f(b)‑f(a)]/(b‑a)=tg(; tg(=f’(c)

21) Правило Лопиталя

1( Рассмотрим предел lim{x(x0}f(x)/g(x) = (0/0) = ((/()

Т1(Пр. Л): Если: 1) lim{x(x0}f(x) = lim{x(x0}g(x) = 0; 2) f(x), g(x) – непрерывны в окр х0; 3)( f’(x), g’(x), g’(x)(0; 4)( lim{x(x0}f’(x)/g’(x)=k; то lim{x(x0}f(x)/g(x) = lim{x(x0}f’(x)/g’(x) = k
Док: lim{x(x0}f(x)/g(x) = lim{x(x0}[f(x)–f(x0)]/[g(x)–g(x0)] = 

[x0;x] x>x0 {[x;x0] x<x0} – отрезок когда все условия ф‑лы Коши выполнены
= lim{x(x0}f’(c)/g’(c) //если х(x0, то с приближается к х0
= lim{с(x0}f’(c)/g’(c) = k 

также действительно когда х0((
2( (0(() limx(x0[f(x)*g(x)]=lim x(x0[g(x)/(1/f(x))]=((/()

3( (1(), (00), ((0)

lim x(0[f(x)](  y=f(x) ln y=(*ln f(x) lim x(0(0(()

4( ((‑() – к общему знаменателю

22) Ф‑ла Тэйлора. Остаток в формуле Лагранжа

1( задана ф‑ия f(x), выбирается точка х0, предполагаем, что в этой точке ф‑ия опр‑на и (. ( f(x0), f’(x0), f’’(x0), …, f(n)(x0). //хотим эту ф‑ию заменить такой ф‑й, которая попроще – идея приближать многочленом.
g(x) = b0 + b1x + b2x2 + … + bn-1xn-1 + bnxn; bi=const n+1 штук. //это полином степени n. утверждаем, что его можно записать:
g(x) ( a0 + a1(x‑x0) + a2(x‑x0)2 + … + an-1(x‑x0)n‑1 + an(x‑x0)n.

f(x) ( g(x), т.е. мы хотим подобрать ai=?

потребуем: g(x0)=f(x0); g’(x0)=f’(x0); g’’(x0)=f’’(x0); …; g(n-1)(x0)=f(n-1)(x0); g(n)(x0)=f(n)(x0) //n+1 условий – n+1 коэфф‑в, т.е. есть надежда, что можно выполнить.

2( g(x0) = a0 = f(x0)

g’(x) = 0 + a1(1 + 2(a2(x-x0) + 3(a3(x-x0)2 + … + (n​‑1)an-1(x‑x0)n-2 + n(an(x‑x0)n‑1
g’(x0) = a1 = f’(x0)

g’’(x) = 0 + 2(a2 + 3(2(a3(x–x0) + … + (n‑1)(n‑2)an–1(x‑x0)n–3 + n(n‑1)an(x‑x0)n‑2
g’’(x0) = 2(a2 = f’’(x0) ( a2 = f’’(x0)/2!

g’’’(x0) = 3(2(a3 = f’’’(x0) ( a3 = f’’’(x0)/3!

a4 = f(4)(x0)/4! … ak = f(k)(x0)/k!

Подставим:

g(x) = f(x0) + f’(x0)(x‑x0)/1! + f’’(x0)(x‑x0)2/2! + … + f(n)(x0)(x‑x0)n/3!

g(x) = (nk=0 f(k)(x0)(x–x0)k/k! = Pn(x)

Pn(x) – многочлен ф‑лы Тэйлора степени n
3( f(x) ( Pn(x) в окрестности х0
f(x) = Pn(x) + Rn(x) – ф‑ла Тэйлора, Rn(x) – остаток = ? 

(остаток в форме Лагранжа) предполагаем ( f(n+1)(x) в окрестности х0
Rn(x) = f(n+1)(x+((x‑x0))(x‑x0)n+1/(n+1)! ; (0<(<1)


	Т2: Вейерштрасс

Если ф‑ия f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то

1) эта ф‑ия ограничена |f(x)|(M (x([a,b]

2)эта ф‑ия достигает своих наименьшего и наибольшего значений на отрезке [a,b]

13)Определение производной

1( Рассматривается ф‑ия y=f(x) зафиксируем аргумент х.

Рассмотрим предел: lim{(x(0}(f(x+(x)‑f(x))/(x = lim{(x(0}(f(x)/(x = f’(x) = df(x)/dx
Если этот предел сущ‑ет, то он наз производной ф‑ии.

2( Физич интерпретация

f’(x) = lim{(x(0}(f(x+(x)‑f(x))/(x
f(x+(x)‑f(x) – изменение ф‑ии

(f(x+(x)‑f(x))/(x – среднее изменение скорости за (x
lim{(x(0}(f(x+(x)‑f(x))/(x – скорость изменения ф‑ии

3( Геометрическая интерпретация

f(x) x=x0 ( f’(x0)
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f’(x0) = lim{(x(0}(f(x0+(x)‑f(x0))/(x = lim{(x(0}(f(x0)/(x
(f(x0)/(x = tg(() – тангенс угла секущей.

Рассмотрим процесс, когда точка Р будет стремиться к точке М0 по кривой.

P(M0 (( (x(0

Если предельное положение сущ‑ет, то эта секущая будет касательной в точке.

lim{(x(0}(f(x0)/(x = f’(x0) = lim{(x(0}tg(() = tg(() и получим f’(x0)=tg(()
Если производная сущ‑ет, то она равняется тангенсу угла касательной. Предельное положение не зависит от того с какой стороны P(M0.

нет касательной, значит производной тоже нет.
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M0(x0,f(x0)) k=f’(x0)

y‑f(x0)=f’(x0)[x‑x0] – ур‑е касательной

y‑f(x0)={‑1/f’(x0)}[x‑x0] – ур‑е нормали ( касательной

15)Производная сложной, неявной, обратной ф-ии.
1( Рассматриваем диф‑е сложной ф‑ии. Ф‑ия y=f(x) х‑зафикс и ( f’(x), z=f(y) y-зафикс ( f’(y).
ф‑ия z=g(y) и ( g’(y) в точке у. Теперь образуем сложную ф‑ию z=g[f(x)]=F(x). y—g(z ( x—F(z. Ставим вопрос о нахождении F’x=?

Утверждается, что верна ф‑ла F’(x)={g[f(x)]}’x=g’(y)*f’(x)

Док‑во: Дадим х приращение (x: x+(x –f( y+(y, поскольку у – аргумент для 2‑й ф‑ии, то y+(y –g( z+(z.

g’(y) = lim{(y(0}(g(y+(y)‑g(y))/(y = lim{(y(0}(g(y)/(y без знака предела:

(g(y)/(y = g’(y)+((y) ( (g(y) = g’(y)*(y +((y)*(y
если мы начинаем от х, то (g(y) = (z
(z= g’(y)*(y +((y)*(y
Т.к. мы ищем F’x, то надо взять:

(z/(x = g’(y)*(y/(x +((y)*(y/(x перейдём к пределу:

lim{(x(0} = F’x = g’(y)*f’(x) + 0 //2‑е слагаемое в пределе = 0

если (x(0, то и (y(0 ( ((y)=0
2( Диф-е неявной функции.

Пусть уравн-е, связывающее x и y и удовлетворяющееся значениями x=x0 и y=y0, определяет как неявную ф-ю от х. Для разыскания производной dy/dx в точке x=x0, y=y0 достаточно приравнять дифференциалы обеих частей ур-я и из полученного равенства найти отношение dy:dx.

3( Диф‑е обратной ф‑ии

y=arcsin(x) y=sin(x)

//вопрос в том, если мы знаем (sinx)’, то (arxsinx)=?

берём y=f(x) и x=g(y); x—f(y и y—g(x

Предполагаем, что ( f’(x).

x(g[f(x)] (x ( 1=g’(y)*f’(x) ( f’(x)=1/g’(y).

17) Дифференциал ф‑ии

1( y=f(x) x – зафикс, ( f’(x) ( f’(x) = lim{(x(0}((f(x)/(x)

(f(x)/(x = f’(x) + ((x) ((x)=o(1)

(f(x) = f’(x)(x + ((x)(x = f’(x)(x + ((x)

(f(x) = (x*f’(x) + ((x) = df(x) + ((x) // df(x) – диф‑л ф‑ии
сравним 2 б м

lim{(x(0}((x)/(x = lim{(x(0}(x*((x)/(x = lim{(x(0}((x) = 0

(f(x)‑df(x)=((x) //важно, что разность б м
Опр: Диф‑лом df(x) ф‑ии f(x) в точке х наз‑ся часть приращения ф‑ии в этой точке, кот линейна относительно приращения аргумента и отличается от него на величину более высокого порядка малости, чем приращение аргумента.

2( Геометрическая интерпритация диф‑ла

f(x) df(x)=f'(x)(x
tg(=f'(x)=NP/MN
NP = f'(x)*MN = f'(x)*(x = df(x)

Диф‑л – приращение ординаты к касательной

3( y=f(x) x-независ перемен

dy=y’dx=f’(x)dx
x=g(f) y=f[g(x)] dy={f[g(x)]}’*(t=f’(x)*g’(x)(t=f’(x)dx ((x(dx)

dy=f’(x)dx
[image: image9.png]yoLix)

im)-
LA




Инвариантность формы диф‑ла

Форма диф‑ла не зависит от того является ли аргумент х независимой или зависимой переменной, т.е. y’=f’(x)=dy/dx-df(x)/dx

	3(Схема исследования ф‑ии

Задана y=f(x). Задача: исследовать ф‑ию и построить график.

(1) без производных: 1) ООФ; 2) область непрерывности; 3) точки разрыва, их тип; 4) чёт, нечёт; 5) периодичность; 6) точки пересечения с осями коор‑т; 7) асимптоты

(2) f’(x): 1) монотонность ф‑ии; 2) экстремумы

(3) f”(x): вып, вогн

4( график

29)Неопределённый интеграл, первообразная, св-ва интеграла.

1( Задана f(x), ищется такая F(x), чтоб {F’(x)=f(x)}

Опр1: Ф‑ия F(x) наз первообразной для ф‑ии f(x) в интервале (a,b) {на отрезке}, если для (x из интервала (a,b) {…} F’(x)=f(x).

//что за производные на отрезке: x=a, x=b – односторонние производные.

Т: Если F1(x) и F2(x) – 2 первообразные ф‑ии f(x), то они могут различаться только на постоянную.

Ф(х)=F1(x)‑F2(x) ( Ф’(x)= F1’(x)‑F2’(x)= f(x)‑f(x)=0 (x ( Ф(x)=const=C

2(Опр2: Неопределённым интегралом ф‑ии f(x) на мн‑ве (a,b) или [a,b] наз сумма F(x)+C, где F’(x)=f(x) (x.

форма записи: (f(x)dx=F(x)+C

3( Св‑ва:

1) [(f(x)dx]’ = (F(x)+C)’ = f(x)

2) d[(f(x)dx] = f(x)dx

3) (A(f(x)dx = A((f(x)dx

4) ([f(x)+g(x)]dx = (f(x)dx + (g(x)dx (могут отличаться на константу)

//Если левая и правая части отличаются на константу, равенство считается верным.

30) Таблица основных интегралов

1) (xa = xa+1/(a+1) + C {a(‑1}

2) (dx/x = ln|x| + c

3) (sinxdx = ‑cosx + c

4) (cosxdx = sinx + c

5) (tgxdx = ‑ln|cosx| + c

6) (ctgxdx = ln|sinx| + c

7) (axdx = ax/lna + c

8) (dx/[a2+x2] = [1/a](arctg[x/a] + c

9) (dx/[a2‑x2] = [1/2a](ln|(a+x)/(a‑x)| + c

10) (dx/((a2‑x2) = arcsin[x/a] + c

11) (dx/((x2(a2) = ln|x+((x2(a2)| + c

12) (shxdx = chx + c

13) (chxdx = shx + c

14) (dx/ch2x = thx + c

15) (dx/sh2x = –cthx + c

16) (dx/cos2x = tgx + c

17) (dx/sin2x = ‑ctgx + c

18) (dx/[1+x2] =arctg x + c

19) (dx/((1‑x2) = arcsin x + c

20) (еxdx = еx + c




